
 12 月 11 日のレポート課題を解説します。この問題は、フーリエ級数展開の原理を示

しています。これが分かると、フーリエ級数、フーリエ変換が、かなり分かってくると思

います。次回は講義内の演習になり、解説できませんので、この解説を読んで理解し

ておいて下さい。 

 

レポート課題 

「一般に、周期 T（または全体の角周波数 ω=2π/T)の周期関数 f(t)は、n を 0 または自

然数として、三角関数の和 

 f(t) = Σ
n=0

∞

{a
n 
cos(nωt)+b

n 
sin(nωt)} 

で表せる。ただし、a
n
,b

n
は nで決まる係数である。 

正弦波の直交性を使って、この式の係数を求める方法を示せ。」という課題でした。 
 

 まず、正弦波の直交性は、以下の式のようになります。 

(a) 2/T∫
0

T

sin(nωt)×sin(mωt) = 0(n≠m), または 1(n=m) 

(b) 2/T∫
0

T

sin(nθ)×cos(mθ) = 0 

(c) 2/T∫
0

T

cos(nθ)×cos(mθ) = 0(n≠m), または 1(n=m) 

 

 正弦波同士の内積を計算してみると、sin または cos が同じで、かつ周波数も同じ関

数の場合のみ、1 となり、それ以外は全て 0 となります。要は、同じ関数同士以外はみ

んな内積が 0 になってしまうと言うわけです。 

 だとすると、関数 f(t)が正弦波の和 

Σ
n=0

∞

{a
n 
cos(nωt)+b

n 
sin(nωt)} 

である場合、f(t)と正弦波（例えば cos（mωt））の内積 

2/T∫
0

T

f(t)×cos(mωt) 



は、cos(mωt)以外の項は積分すると 0 になり、cos(mωt)の 2 乗の積分のみが残り

ます。 
 しかもその積分値は 1 なので、係数 am 倍されて、am が求められます。 
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n=0

∞

∑ + bn sin nωt( )cos mωt( )⎡
⎣⎢
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∞
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∫
= am + 0 = am

 

sin についても同様で、cos(mωt)を内積することで、bn が求められます。 
 

 結局、任意の周期関数は sin, cos という正弦波の和に展開できて、各正弦波の

係数（その正弦波が含まれる割合）は、正弦波との内積を取ることで求められ

ることが分かります。これこそが、関数を周波数成分に分解するのフーリエ級

数展開です。 
 さらに、関数 f(t)の周期を無限大にすると（周期関数でなくなる）、正弦波の

周波数の間隔は 0 になり、周波数軸上で連続した係数が得られます。これは周

波数関数 F(ω)と考えられ、この時の f から F への変換をフーリエ変換と呼びま

す。 
 

 exp(jmωt)は、複素数の正弦波なので、sin, cos 同様にフーリエ級数展開やフー

リエ変換が可能です。 
 フーリエ級数展開のやり方は、4 回目の講義で説明していますので、復習して

おいて下さい。内積を取る際に、exp(jmωt)の複素共役をかけること以外は、基

本的に三角関数の場合と一緒です。確認しておいて下さい。 
 

フーリエ級数（指数関数）の求め方 

任意の周期関数 ψ(t)は正弦波の和に展開できる。その係数を a
n
とする。 

つまり、ある関数 ψは級数 a
n
で表すことが出来る。ただし、a

0
は定数。 

ψ t( ) = an exp jnωt( )
n=−∞

∞

∑   



ここで、ψに周波数 mωの正弦波（exp(jmωt)）を内積する。 

1
T

ψ t( )∫ exp* jmωt( )dt = 1
T

an exp jnωt( )
n=0
∑∫ exp* jmωt( )dt   

内積が、同じ周波数では 1、それ以外では 0 になることを使うと、（これは、exp(jnωt)

の直交関係） 

= 1
T

am exp jmωt( )∫ exp* jmωt( )dt = am   

と、m 項のみが残って、係数 a
m

が取り出せる。 

同様に、任意の周期の係数が取り出せるので、内積 

1
T

ψ t( )∫ exp* jmωt( )dt   

によって、任意の係数 an を求めることで、関数ψを整数倍の周波数成分に分解するこ

とができる。 


